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МОДИФИЦИРОВАННАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
СИСТЕМЫ ГЕНЕРИРОВАНИЯ 
ПЕРЕМЕЖЕННОЙ ДИСКРЕТНОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
ТУРБОПОДОБНОГО КОДА 
 

MODIFIED MATHEMATICAL 
MODEL OF SYSTEM 

GENERATING TURBO-LIKE 
INTERLEAVED DISCRETE CODE 

SEQUENCE  

Аннотация. В статье приводится описание 
модифицированной математической модели 
системы, в рамках которой в условиях априор-
ной неопределенности должен быть идентифи-
цирован компонентный перемежитель турбопо-
добного кода (ТК). Предложенная модель отли-
чается тем, что описывает структуру переме-
женной дискретной последовательности в ком-
пактном виде с учетом перестановок перемежи-
теля. Данная особенность позволяет разбить 
задачу идентификации перемежителей ТК на 
подзадачи малого размера. Разработаны свойст-
ва модифицированной математической модели, 
применение которых позволяет осуществлять 
правильную идентификацию перемежителей ТК 
в условиях помех. 

 
Ключевые слова: турбоподобный код, тур-

бокод, перемежитель, генерирование, перфора-
ция, идентификация, помехи 

 

Abstract. The article describes modified 
mathematical model of the system identifying 
turbo-like code component interleaver in a 
priory uncertainty context. Suggested model 
differs as it describes interleaved discrete 
sequence structure in compact form taking 
into account interleaver permutations. This 
feature allows to separate turbo-like interleav-
er identification task into smaller subtasks. 
The modified mathematical model properties 
are significant for correct identification of 
turbo-like code interleavers in the presence of 
high noise. 

 
 
 
 
Keywords: turbo-like code, turbocode, 

interleaver, generation, puncturing, identifica-
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Введение 
В дискретных последовательностях (ДП) современных систем спутниковой связи 

(ССС) активно применяется помехоустойчивое кодирование. Это напрямую связано 
с высокой системной ценностью энергетического выигрыша от кодирования, за счет 
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которого можно уменьшить размеры антенн, снизить энергопотребление, повысить 
надежность связи и т.д. 

Благодаря своей высокой исправляющей способности, широкое распространение 
в CCC получили турбоподобные коды (ТК) [7], которые можно разделить на три ос-
новных класса: сверточные турбокоды (ТКС) [10]; блочные турбокоды [12]; аккуму-
ляторные низкоплотностные помехоустойчивые коды (АНК) [11]. Отличительным 
признаком ТК является то, что они построены на основе нескольких относительно 
простых компонентных кодеров, соединенных через перемежители, а также приме-
нение итеративного декодирования. 

Особенностью обработки ДП с ТК (ДПТК) является априорная неопределенность 
относительно характеристик ТК. Следовательно, задача анализа ДПТК заключается 
в выявлении характеристик компонентных кодеров и перемежителя, т.е. вектора пе-
рестановок )]K(π),...,2(π),1(π[]K[  . 

Однако если вопросам анализа компонентных кодов посвящено много работ 
[1], [9], то анализ перемежителей для ТК в условиях помех в канале связи представ-
ляет собой сложную и до конца нерешенную задачу. Следовательно, неизвестный 
перемежитель является критическим компонентом, из-за которого ТК в условиях 
помех не выявляется. При этом наибольшую трудность представляет анализ пере-
межителей для ТКС и АНК, поскольку именно в данных ТК используют псевдослу-
чайные перемежители [7], где может быть использован почти любой из !K  вариан-
тов перестановок. K  – размер информационного кадра ТК, который имеет величину 
до нескольких десятков тысяч бит. 

Анализ объективных научных предпосылок к решению данной задачи позволил 
выдвинуть предположение о возможности повышения вероятности правильного вы-
явления перемежителей ТК путем исследования наблюдаемых ДП на входе и выходе 
кодера ТК. Решение задачи таким способом составляет предмет теории идентифика-
ции систем [6]. Согласно данной теории, в первую очередь, необходимо разработать 
математическую модель системы, в рамках которой должен быть найден вектор пе-
рестановок компонентного перемежителя ТК. 

Цель работы − систематизировать и обобщить результаты, полученные в [3], [5], 
для разработки модифицированной математической модели системы генерирования 
перемеженной ДПТК. 

 
Основная часть 
Математическая модель разрабатывалась для ТКС и АНК, так как их перемежи-

тели представляют наибольшую трудность для анализа. В работе рассматриваются 
систематические ТК, т.е. в условиях, когда имеется доступ к искаженным канальны-
ми ошибками ДП на входе (систематическая (информационная) часть) кодера и вы-
ходе (проверочная часть) кодера. 

Общий вид исследуемой системы изображен на рис. 1, где СК – сверточный ко-
дер, РСК – рекурсивный сверточный кодер, перфоратор означает удаление опреде-
ленных бит ДП. 

 

)(/)( DgDg rcD1
U X Y ZY pZ

),2( KK

 
 

Рис. 1. Обобщенная система генерирования перемеженной ДПТК 

π
π
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Все операции в данной системе выполняются в поле GF(2) над двоичными дан-
ными «логическими нулями и единицами» («лог. 0» и «лог. 1»), объединенными в 
блоки фиксированной длины, т.е. ДП U , X , Y , Y , Z , pZ  (см. рис. 1) представ-

ляют собой блоки из соответствующих бит. Например, блок информационной ДП на 
входе ТК имеет вид [ ] 1 2[ , , ... , ]K KU u u u . 

В настоящей работе учитываются наиболее важные характеристики системы на 
рис. 1, а также тот факт, что на практике для повышения скорости передачи часто 
удаляют каждый второй бит проверочной ДП. Тогда исследуемая система примет 
вид, изображенный на рис. 2, где кодер РСК представлен как регистр сдвига с пря-
мыми и обратными связями и характеризуется полиномом 

  

( ) / ( )с rg D g D 
0 1

( ... )
m

m
c c cg g D g D   /

0 1
( ... )

m

m
r r rg g D g D   , (1) 

 
где m  – регистровая память РСК (для ТК характерно значение 4m   [13]); 

0 1
, , ...,

mc c cg g g  и 
0 1

1, ,...,
mr r rg g g  – коэффициенты, соответствующие отводам реги-

стра сдвига кодера РСК, т.е. в том месте регистра сдвига, где имеется отвод, коэф-
фициенту присваивается значение единицы, а там, где отвод отсутствует, коэффици-
енту присваивается значение нуля. 

 
 

U mrg10 rg 1rg

0сg 1сg mсg Z

1mrg

1mcg

pZU

 
Рис. 2.  Система генерирования перемеженной ДПТК 

 
Из структуры системы, приведенной на рис. 2, можно сделать вывод о том, что 

коэффициент 
0

1rg   и коэффициент 
0

1cg  . 

В работе используется следующее обозначение кодера РСК (на рис. 2): 

8 8( , ( ) , ( ) )c c rn g D g D , где 1cn m   − кодовое ограничение. Двоичные коэффициен-

ты записываются в ряд согласно порядку 
0 1
, ,...,

mc c cg g g  и 
0 1
, ,...,

mr r rg g g , далее кон-

вертируются в восьмеричное представление последовательными триадами, начиная 
с крайнего правого бита (например, 211101  представится, как 101011  и конверти-

руется в 835 ). 

Известная математическая модель исследуемой системы представляет собой сле-
дующую дискретную свертку [13] 

 
1

( )
0

i

i q i q
q

z g u


 


 , 1(1)i K ,   (2) 

 
и при наличии компоненты перфорации имеет вид 
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/2

1

( )

0
i

i

p q i q

q

z g u


 


 , 2(2)i K ,   (3) 

 
где К  − размер блока ДП на входе системы, 0 1 1, , . . ., Kg g g   − импульсная характери-

стика кодера РСК ( ) / ( )c rg D g D . 

Бесконечная импульсная характеристика РСК означает, что при размере входно-

го блока 3 510 10K   , каждый из проверочных бит iz  в (2) и 
/2i

pz  в (3) может зави-

сеть от нескольких (десятков) тысяч входных бит. 
В результате исследований выяснено, что приведение зависимостей (2), (3) к мо-

дифицированному компактному виду является предпосылкой для устранения эф-
фекта размножения ошибок при идентификации перемежителя. 

Для этого предлагается выполнять кодирование блоков проверочных бит на вы-
ходе системы при помощи полинома обратной связи РСК вида )(Dgr .  

Тогда кодирование блока [ ] 1 2[ , , ... , ]K KZ z z z  кодером ( )rg D  приводит к блоку 

[ ] 1 2
[ , ... , ],

K Kc c c cZ z z z  и осуществляется как  

 

0
i q

m

c r i q
q

z g z 


 , 1(1)i K .    (4) 

 
С другой стороны, каждый бит блока 

[ ]KcZ  можно представить в виде 

 

( )
0

i q

m

с с i q
q

z g u 


 , Ki )1(1 .    (5) 

 
Уравнение (5) представляет собой модифицированную математическую модель 

исследуемой системы, где, в отличие от (2), каждый выходной бит является суммой 
нескольких  m  входных бит, независимо от длины К. 

В ходе наблюдений можно получить выборку из M  блоков ][KU  (взятых с сис-

тематического выхода ТК) и соответствующих им блоков ][KcZ , т.е. две матрицы 

],[ KMU  и ],[ KMcZ . Тогда, если в (5) перейти от бит к столбцам матриц и учесть, что 

0
1сg  , то справедливо свойство модели 

 

( ) ( )
1

i q

m
sim

i c i q с
q

U Z U g  


  , Ki )1(1 ,                                        (6) 

 
где ( )iU  – )(i -й столбец матрицы [ , ]M KU ; icZ  – i-й столбец матрицы [ , ]M KZc , знак 

sim (сокр. от simulate) здесь и далее по тексту является обозначением моделирова-
ния. 
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Для идентификации перестановок перемежителя при помощи (6) предлагается 
использовать столбцы, взятые из матрицы [ , ]M KU  согласно перестановкам, получен-

ным на нескольких предыдущих i-х этапах. Это позволяет зафиксировать количество 
данных, влияющих на результат, и тем самым избежать эффекта размножения оши-
бок, проявляющегося в [8]. 

В случае ТК с перфорацией (каждого второго проверочного бита) кодирование 
блока на выходе системы 

[ /2] 1 2 /2
[ , , . . . , ]

K Kp p p pZ z z z  кодером на основе полинома 

( )rg D  приводит к блоку 
[ /2] 1 2 /2

[ , , . . . , ]
K Kpс pс pс pсZ z z z , где 

 

0
i q i q

m

pc r p

q

z g z




 , 2/)1(1 Ki  .                                             (7) 

 
В матричном виде (7) можно записать как следующее произведение 
 

[ /2] [ ] [ , /2] [ /2, /2] [ ] [ , /2]K K K K K K K K KpсZ U U  p r pcG G G ,                              (8)  

 
где 

[ ]K
U  – перемеженный блок ][KU , 

[ , /2]K KpG  – порождающая матрица РСК 

( ) / ( )c rg D g D  с перфорацией, 
[ /2, /2]K KrG  порождающая матрица СК ( )rg D . 

  

]2/,[ KKpG

                     

]2/,2/[ KKrG

 
а)                                                                       б) 

 

]2/,[ KKpcG

 
в) 
 

 Рис. 3. Структура матриц: а) матрица 
[ , /2]K KpG  (имеет верхний треугольный вид), 

б) ленточная матрица 
[ /2, /2]K KrG , в) матрица 

[ , /2]K KpcG  (имеет ленточный вид) 
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В результате детального анализа (см. рис. 3) матриц из уравнения (8) получено, 
что каждый бит блока 

[ /2]KpсZ  можно представить в виде 

 

/2

2

( )
0

i q

m

pc p i q
q

z g u 


  , Ki )2(2 ,   (9) 

 
где 

0 2
,. . .,

mp pg g  коэффициенты, вычисляемые следующим образом 

 

2
0

, 0(1)2 ,
q j

m

p r q j
j

g g g q m


                                     (10) 

 
где mgg 20   первые 12 m  бит импульсной характеристики РСК вида ( ) / ( ).c rg D g D  

Уравнения (9) и (10) представляют собой модифицированную модель исследуе-
мой системы для случая ТК с перфорацией, где, в отличие от (3), каждый выходной 
бит является суммой нескольких  2m  входных бит, независимо от длины К. 

Переход от бит к столбцам высоты М в (9), а также анализ распределений коэф-
фициентов 

0 2
,. . .,

mp pg g  позволили выявить свойства данной модифицированной 

модели (в виде 8 8( , ( ) , ( ) )c c rn g D g D  приведены примеры характерных РСК): 

1) 
1

1pg  : )2,1,2( , )7,5,3( , )15,13,4( , )37,21,5( , )35,23,5(   

 

/2

2

( ) ( 1) ( )
2

( ) ,
i q

m
sim

i i pс i q p
q

U U Z U g    


     

 
2) 

1
0pg  , 

3
1pg  : )13,12,4( , )17,15,4( , )27,21,5( , )33,31,5(   

 

/2 2

2

( ) ( 3) ( 2) ( )
4

( ) ,
i q

m
sim

i i pс i p i q p
q

U U Z U g U g      


    
  

3) 
1 3

0p pg g  , 
5

1pg  : )13,11,4( , )27,23,5( , )35,33,5( , )37,36,5(   

 

/2 2 4

2

( ) ( 5) ( 2) ( 4) ( )
6

( ) ,
i q

m
sim

i i pс i p i p i q p
q

U U Z U g U g U g        


       (11) 

 
4) 

1 3 5
0p p pg g g   , 

7
1pg  : )23,22,5( , )27,26,5( , )37,31,5( , )35,32,5(   

 

/2 2 4 6

2

( ) ( 7) ( 2) ( 4) ( 6) ( )
8

( ) ,
i q

m
sim

i i pс i p i p i p i q p
q

U U Z U g U g U g U g          


       

. . . 
 

m + 1) 
1 3 5 7 2 1

... 0
mp p p p pg g g g g


      : )5,4,3( , )17,14,4( , )21,20,5( , )25,21,5(  
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/2 2

2

( ) ( 2 )
1

,
i q

m
sim

i pс i q p
q

U Z U g  


    

где 2(2) .i K  

Исследования показали, что свойства (11) симметричны относительно прямых и 
обратных связей кодера РСК, например, первое свойство справедливо как для РСК 

)35,23,5(  так и для РСК )23,35,5( , третье свойство справедливо для РСК )13,11,4(  

и для РСК )11,13,4( . 

Использование свойств (11) позволяет поэтапно построить искомый вектор пере-
становок перемежителя. Эффект от использования выявленных свойств основан на 
снижении степени влияния ошибок на результаты идентификации перемежителя, по 
сравнению с алгебраическим методом, основанным на решении системы линейных 
уравнений по Гауссу, и обеспечивается фиксированием числа данных, влияющих на 
идентификацию каждой перестановки. 

В качестве информативного показателя идентификации перестановок перемежи-
теля ТК выбран вес Хэмминга Hw  столбца, получаемого как результат сложения 

столбца sim (т.е. смоделирован по свойствам модели) и столбца, получаемого на ос-
нове информационной матрицы ],[ KMU . 

Тогда показатель идентификации перестановки ji  )(  для ТК имеет вид 

 

( )( )
j

sim
i H i jL w U U  ,   Ki )1(1 ; Kj )1(1 .                                (12) 

 
Показатель идентификации пары перестановок 21 )(,)1( jiji   для ТК с 

перфорацией (вариант для РСК, попадающего под первое свойство из (11)) будет 
таким 

 

1 2/2 ( ) ( 1)(( ) )
j

sim
i H i i j jL w U U U U      ,                                  (13) 

 
где Ki )2(2 , 1)1(11  Kj , Kj )1(22  , 21 jj  . 

В диапазонах УВЧ и СВЧ, в которых функционируют рассматриваемые в работе 
ССС, широко используется модель канала с аддитивным белым гауссовским шумом 
(АБГШ). В связи с этим, анализируемые ДП рассматриваются в условиях, когда их 
биты искажены с вероятностью ep , согласно биномиальному закону распределения. 

Тогда критерий идентификации будет заключаться в сравнении показателя иденти-
фикации с порогом T : 

 
TpMfL e  ),( ,                                                   (14) 

 
где L  общее обозначение для показателей из (12) и (13). 

При этом необходимо определить значение выборки M  и порога T . 
Процедуру принятия решения об идентификации перестановок предлагается реа-

лизовать на основе гипотез 1H  – объект в состоянии 1S  и 0H  – объект в состоянии 

0S . 

В условиях АБГШ вероятность ложной тревоги определена как 
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



T

i

iM
u

i
u

i
M PPСP

0
10 )1( ,                                           (15) 

 
где uP  вероятность появления «лог. 1» в элементе столбца-результата, вес которо-

го является показателем идентификации L  при 0S , исследования [2] показали что 

5,0uP . 

Вместе с тем для вероятности пропуска цели 01P  справедливо 

 





T

i

iM
e

i
e

i
M PPСP

0
01 )1(1 ,                                      (16) 

 

где eP  вероятность появления «лог. 1» в элементе столбца-результата для подсчета по-

казателя при 1S , которую можно вычислить согласно уравнению 

 

2

)21(1 t
e

e
p

P


 , 

 
где t –  количество столбцов матриц ],[ KMU , ],[ KMZ  ( ]2/,[ KMpZ ), участвующих в фор-

мировании столбца-результата, вес которого является показателем идентификации L. 
Результирующие вероятности ложной тревоги и пропуска цели при идентифика-

ции перемежителя определены по правилам, применимым к серии независимых ис-
пытаний 

 
BPP )1(1 1010  , DPP )1(1 0101  , 

 

где 2KB  , KD   в случае ТК, 2
KKСB  , 2/KD   для случая ТК с перфорацией. 

С учетом требований к значениям 10P  и 01P , (15) и (16) объединены в систему 

неравенств и найдены минимальные подходящие значения выборки M  и порога Т. 
Проведенные вычислительные эксперименты показали, что в худшем случае (на-

личие перфорации и 13t ) для обеспечения высокой вероятности правильной иден-
тификации 999,0idP  всех перестановок перемежителя ТК требуются сравнительно 

небольшие величины выборки. При вероятности битовой ошибки 01,0ep  для 

правильной идентификации перемежителя любого из рассматриваемых ТК (при 
)4m  с длиной входного кадра K  до 65536  бит, требуется выборка 320M  кад-

ров и порог 71T . С данной выборкой, для отдельных случаев ТК, возможна пра-
вильная идентификация перемежителя, при уровне 05,0ep . 

 
Выводы 
Таким образом, предложенная модифицированная математическая модель системы ге-

нерирования перемеженной ДПТК в виде совокупности уравнений (5), (9), (10) позволила 
выявить новые информативные признаки (6), (11−13) и обусловила разработку нового 
метода и алгоритмов идентификации перемежителей ТК в условиях помех [2]–[4]. 
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Указанная модель путем элементарных преобразований может быть скорректирова-
на для описания любого ТК, соответствующего обобщенной системе генерирования 
перемеженной ДПТК. 
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