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резца), равен = π /2 (β 90      ). Рассмотрим, 

как изменится 1t , если изменить величину β  (один 

из плоских углов трехгранного угла клина резца) от 
β = 90° до β = 60°. Телесный угол шаровой поверх-

ности трехгранного угла клина резца при β = 60° 

равен = π /3. Рассмотрим соотношение темпера-
туры передней поверхности резца 1t  при β = 60°  к  

1t   при β = 90°, используя зависимость (7): 
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Из уравнения (8) видно, что 1 11,5t t   . Данный 

результат согласуется с П, СР  из формулы (1). 

Однако при изменении , ,    (трех плоских углов) 

от 90 до 60°  величина 1t  увеличится в 3 раза, что 

невозможно проследить с помощью уравнения (1), 
так как данная формула позволяет анализировать 
изменение только одного из плоских углов резца. 
Отсюда следует, что целесообразно для оценочных 

работ использовать уравнение передачи теплоты 
через шаровую стенку, которое позволяет учитывать 
влияние профиля режущего инструмента на 
процессы теплоотвода.  

 
Выводы. 
Очевидно, что теплофизическая интерпретация 

П, СР  является приближенной и дает лишь качест-

венную оценку тепловых процессов при резании. 
Однако предложенные обоснования вполне оправда-
ны, так как позволяют аналитически обосновать не-
обходимость учета, как угла заострения, так и объ-
емного профилирования режущего инструмента.  
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В статье рассмотрен алгоритм выбора управления спускаемого летательного аппарата (СЛА), обеспечивающий попада-

ние в заданную область прицеливания с заданным углом наклона траектории на основе методов оптимального управления. 
Рассмотрена зависимость точности попадания СЛА в заданную область прицеливания с заданным углом наклона траекто-
рии от наличия ошибок измерения параметров движения. Коррекция программы спуска происходит на основе информации, 
получаемой на выходе минимаксного фильтра с коррекцией от спутниковой навигационной системы. Для обеспечения по-
падания в заданную область прицеливания с минимальным отклонением предлагается в каждой позиции использовать кор-
рекцию оптимальной программы спуска. 

 
Оптимальное управление, спускаемый летательный аппарат, минимаксный фильтр, коррекция программы спуска, за-

данная область прицеливания, заданный угол наклона траектории, бесплатформенная инерциальная навигационная система. 
 
The paper considers the algorithm of choice of the descending aircraft, providing hit in a given aiming area to specify the angle 

of the trajectory, using the methods of optimal control.  The dependence of the accuracy of hit of the landing aircraft into a given 
aiming area with the predetermined angle of inclination of the trajectory on the measurement errors of motion parameters is consi-
dered. Correction of the descent program occurs on the basis of information obtained at the output of the minimax filter with correc-
tion of the satellite navigation system. In order to get into a given aiming area with minimal deviation, one should use the correction 
of optimal descent program in each position. 

 
Optimal control, landing aircraft, minimax filter, correction program descent, given aiming area, specified path angle, strapdown 

inertial navigation system. 
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Введение. 
В статье рассмотрен алгоритм выбора управления 

спускаемого летательного аппарата (СЛА), обеспе-
чивающий попадание в заданную область прицели-
вания с заданным углом наклона траектории, с ис-
пользованием методов оптимального управления на 
основе принципа максимума Л. С. Понтрягина [3]. 

При использовании методов оптимального 
управления необходимо в каждой позиции движения 
СЛА знать параметры собственного движения. Для 
оценки параметров движения СЛА используется 
бесплатформенная инерциальная навигационная сис-
тема (БИНС), на выходе которой ошибки измерений 
возрастают с увеличением времени функционирова-
ния. Для оценки вектора состояния СЛА при дейст-
вии возмущений используется метод минимаксной 
фильтрации с коррекцией от спутниковой навигаци-
онной системы [5]. Для обеспечения попадания в 
заданную область прицеливания с минимальным от-
клонением в каждой позиции движения СЛА исполь-
зуется коррекция оптимальной программы спуска 
[5]. 

В статье рассмотрена зависимость точности по-
падания СЛА в заданную область прицеливания с 
заданным углом наклона траектории от наличия 
ошибок измерения параметров движения. Показано, 
что при наличии ошибок измерения параметров 
движения СЛА конечный угол наклона вектора ско-
рости принимает меньшее значение, чем в случае 
измерения параметров движения без ошибок. 

 
Основная часть. 

 
Постановка задачи 

 
Движение СЛА в вертикальной плоскости с вы-

ключенным двигателем определяется следующей 
системой дифференциальных уравнений [1]: 
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где V  – скорость;   – угол наклона траектории; y  – 

высота; x  – дальность; m  – масса;   – плотность 

воздуха на высоте полета СЛА; 0 1,225 кг/м3 – 

плотность воздуха на уровне моря; 

zzyyx mmAсcс ,,,,,0  – безразмерные аэродинамиче-

ские коэффициенты;   – угол атаки;   – угол от-
клонения рулей высоты; S  – площадь миделя; g  – 

ускорение свободного падения. 

При составлении модели предполагается, что для 
разворота СЛА относительно центра масс использу-
ется отклонение аэродинамических рулей высоты. 
Инерционность СЛА не учитывается и предполага-
ется, что угол атаки СЛА определяется из баланси-
ровочного соотношения: 

 

0 
zz mm .                          (2) 

 
Угол отклонения рулей высоты удовлетворяет 

ограничению: 
 

.max                                 (3) 

 
Задано положение СЛА в начальный момент вре-

мени 0t : 
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Движение СЛА заканчивается при: 

 
  0y .                               (5) 

 
Момент окончания движения   определяется в 

процессе спуска. 
С помощью измерительных средств СЛА удается 

наблюдать вектор: 
 

)()()( ttzt  ,                         (6) 

 

где ],,,[ 4321  T  – вектор сигналов 

на выходе БИНС СЛА; ]4321 ,,,[ T  –

 вектор погрешностей измерений БИНС СЛА; 

],,,[ xyVzT   – вектор параметров движения 

СЛА. 
Вектор )(t  является возмущением, о возможных 

реализациях которого известно лишь то, что оно 
удовлетворяет ограничению: 
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Требуется определить управление СЛА c учетом 

ошибок измерения параметров собственного движе-
ния, определяемых на выходе минимаксного фильтра 
с коррекцией от спутниковой навигационной систе-
мы, обеспечивающее попадание в заданную область 
с отклонением от задx  не больше некоторой допус-

тимой величины maxW  и отклонением от заданного 

угла наклона траектории СЛА зад  не больше неко-

торой допустимой величины max . 

 
Решение задачи 

 
При решении задачи спуска в заданную область 

прицеливания с заданным углом наклона траектории 
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управление СЛА выбирается в дискретные моменты 
времени 0t , ttt  01 , и т. д. до момента оконча-

ния движения, где t – шаг дискретизации. 
Алгоритм вычисления управления СЛА в пози-

ции )}(,{ ** tzt , обеспечивающий попадание в задан-

ную область прицеливания с заданным углом накло-
на траектории c учетом ошибок измерения парамет-
ров собственного движения, состоит из следующих 
шагов: 

Шаг 1. Для решения задачи попадания СЛА в за-
данную область прицеливания с заданным углом на-
клона траектории решается задача оптимального 
управления о минимуме функционала: 
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где задx  – координата заданной точки прицеливания; 

зад  – заданный угол наклона траектории. 

Для решения задачи оптимального управления 
(1)–(6) используем необходимые условия принципа 
максимума. Возникающая при этом краевая задача 
решается методом последовательных приближений 
Крылова-Черноусько [6]. 

Функция Гамильтона для системы (1) с терми-
нальным критерием (7) имеет вид 
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Сопряженная система уравнений имеет вид: 
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Рассмотрим условия трансверсальности для мо-

мента времени  , который не задан: 
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где  , , , ;Т
V y x         , , ,Тz V y x          . 

Из условия (10) находим: 
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Условие (11) в развернутом виде имеет вид: 
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Так как при t  фазовые координаты V ,   и 

x  могут принимать любые значения, то из условия 
трансверсальности, в силу независимости вариаций 

V ,  , x  получаем следующие граничные ус-

ловия для фазовых координат сопряженной системы: 
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зад( ) ( )x x x     .                       (14) 

 
Таким образом, задача оптимального управления 

сводится к краевой задаче – найти решение системы 
уравнений (1) и (9), фазовые координаты которых 
удовлетворяют начальным условиям (4) и гранич-
ным условиям (5) и (14). Кроме того, согласно прин-
ципу максимума, функция Гамильтона при опти-
мальном управлении должна достигать максимума, 
причем управление )(t  должно удовлетворять ог-

раничению (3). 
Функция H  достигает максимума при следую-

щих значениях управления: 
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где )(* t  определяется из условия: 
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Исследования показывают, что режим особого 
управления (ОУ в (15)) в данной задаче на отличном 
от нуля интервале времени не возникает [6]. 

Шаг 2. Из позиции )}(,{ *
1

* tzt


, полученной в ре-

зультате наблюдения и фильтрации параметров соб-
ственного движения СЛА (алгоритм минимаксной 
фильтрации с коррекцией от спутниковой навигаци-
онной системы рассмотрен в [5]), решается гипоте-
тическая задача оптимального спуска в заданную 
область прицеливания (см. шаг 1). 

Шаг 3. С управлением )}(,{
~

*
1

* txt
 , получен-

ным при решении задачи оптимального спуска в за-
данную область прицеливания, происходит переход 
из позиции )}(,{ ** tzt  в новую позицию 

)}(,{ **** ttztt  . 

Шаг 4. В новой позиции происходит наблюдение 
и фильтрация параметров собственного движения 
СЛА )}(,{ **** ttztt  

 и переходят к шагу 2. 

Шаг 5. Решение задачи продолжается до оконча-
ния движения СЛА, соответствующего   0y . 

 
Результаты моделирования 

 
Рассмотрим результаты моделирования с исполь-

зованием предлагаемого алгоритма. Моделирование 
проводилось для гипотетической модели СЛА [2], 
зависимость аэродинамических коэффициентов от 
числа Маха которой представлена в табл. 1, парамет-
ры приведены в табл. 2. 

При моделировании рассматривались некоррели-
рованные случайные процессы. Возмущение по каж-
дой фазовой координате вектора )(tz  изменялось по 

нормальному закону с нулевыми математическими 
ожиданиями m  и среднеквадратическими отклоне-

ниями  : 

 

[ ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ]T
V V y y x xN m N m N m N m      

 
Таблица 1  

 
Зависимость аэродинамических коэффициентов СЛА от числа Маха 

 

M 0xc  A  

yc  

yc  
zm  

zm  

0,5 0,15811 3,89 0,06856 0,02151 -0,01441 -0,01015 

0,9 0,28339 4,32 0,07226 0,02410 -0,01672 -0,01141 

1,5 0,38242 4,91 0,07101 0,02078 -0,01527 -0,00999 

3 0,19451 4,85 0,06449 0,00988 -0,00880 -0,00474 

5 0,12062 4,73 0,05919 0,00535 -0,00573 -0,00257 

 
 

Таблица 2  
 

Параметры математической модели гипотетического СЛА 
 

Параметр Обозначение Размерность Величина 

1 2 3 4 

Диаметр СЛА d  м 0,920 

Начальная скорость СЛА 0V  м/с 2100 

Начальный угол наклона траектории СЛА 0  0...  0 

Начальная координата СЛА по высоте 0y  м 15000 

Начальная координата СЛА по горизонту 0x  м 0 

Масса СЛА m  кг 2100 

Максимальный угол отклонения рулей высоты max  0...  30 

Точность попадания в заданную область прицеливания maxW  м 100  

Точность заданного угла наклона траектории max  0...  10  

Шаг интегрирования t  с 0,05 

Шаг перехода в новую позицию t  с 0,2 
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Продолжение табл. 2 
 

1 2 3 4 

Среднеквадратичное отклонение скорости V  м/с 2 

Среднеквадратичное отклонение угла наклона траектории   рад 0,0087 

Среднеквадратичное отклонение высоты y  м t55,0  

Среднеквадратичное отклонение дальности x  м t55,0  

 
На рис. 1 представлены траектории движения 

СЛА при спуске с зад 60    для различных коор-

динат заданной точки прицеливания задx . На рис. 2 

показаны изменения угла наклона вектора скорости 
СЛА при движении в различные точки прицеливания 
с зад 60   . На рис. 3 представлены оптимальные 

программа управления СЛА при спуске с 

зад 60   . 

На рис. 1–3 приведены следующие результаты 
моделирования: на рис. 1 – траектория движения при 
наличии ошибок измерения параметров движения 
СЛА: задx  38500 м (кривая 1); задx  59000 м (кри-

вая 3); задx  64000 м (кривая 5); на рис. 2 – при от-

сутствии ошибок измерения параметров движения 
СЛА: задx  38500 м (кривая 2); задx  59000 м (кри-

вая 4); задx  64000 м (кривая 6). Рис. 3 – оптималь-

ные программы управления СЛА при спуске с 

зад 60   .  

Для выбранных параметров математической мо-
дели гипотетического СЛА при спуске с зад 60    

размер возможной области прицеливания составляет 
x 38500 – 64000 м. 
При спуске в заданную точку прицеливания 

задx  38500 м при наличии ошибок измерения пара-

метров движения СЛА конечный угол наклона век-
тора скорости составил  1,03 рад, а при отсутст-
вии ошибок измерения составил  1,22 рад. 

При спуске в заданные точки прицеливания 

задx  59000 м и задx  64000 м при наличии ошибок 

измерения параметров движения СЛА конечный 
угол наклона вектора скорости составил 

 0,88 рад, а при отсутствии ошибок измерения – 
 0,95 рад. 

 
 

 
Рис. 1.  Траектории движения СЛА при спуске с зад 60    

 

 
Рис. 2.  Изменение угла наклона вектора скорости СЛА при спуске с зад 60    

х, м 

t, с 

ϴ, рад 

у, м 
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а) при наличии ошибок    б) при отсутствии ошибок 

 
Рис. 3. Оптимальные программы управления СЛА при спуске с зад 60    

 
Заключение. 
В статье рассмотрена зависимость точности по-

падания СЛА в заданную область прицеливания с 
заданным углом наклона траектории от наличия 
ошибок измерения параметров движения. Показано, 
что при наличии ошибок измерения параметров 
движения СЛА конечный угол наклона вектора ско-
рости принимает меньшее значение, чем в случае 
измерения параметров движения без ошибок, что 
объясняется необходимостью совершать коррекцию 
оптимальной программы спуска для обеспечения 
попадания в заданную область прицеливания. 

Рассмотренный алгоритм решения оптимальной 
задачи спуска позволяет определять оптимальную 
программу управления СЛА в заданную область 
прицеливания с заданным углом наклона траектории, 
как при отсутствии ошибок измерения параметров 
собственного движения, так и при наличии ошибок 
измерения. 
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