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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ РАСЧЕТА 
ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ ПРИ 
ПРОГРЕВЕ ГРАНУЛ ИЗ БИОТОПЛИВА* 

DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL 
MODEL CALCULATION OF 

TEMPERATURE FIELD ON HEATING 
GRANULES OF BIOFUELS 

Аннотация. Представлена математиче-
ская модель одномерного симметричного 
процесса прогрева гранул из биотоплива в 
форме бесконечного цилиндра. Математиче-
ская модель включает в себя сквозное урав-
нение теплопроводности общее для сухой 
зоны, влажной зоны, двухфазной зоны, со-
держащей пар и воду, при граничных услови-
ях третьего рода. Используется метод конеч-
ных разностей, явная схема  аппроксимации 
производных. Представлена методика расче-
та поля температур и координаты фронта 
испарения влаги. Представлено тестирование 
модели реального процесса методом оценки 
баланса теплоты в теле. 

Summary.  In the article a mathematical 
model of a one-dimensional symmetrical heating 
process the granules of the biofuel in the form of 
an infinite cylinder is proposed. Mathematical 
model comprises a through heat equation , gen-
eral  for the dry  zone, wet zone and two-phase 
zone, that contains the vapor and water, in  the 
boundary conditions of the third kind. It uses the 
finite difference method, the explicit scheme of 
approximation of derivatives. The technique for 
calculating the temperature field and coordinates 
of the front vapor are proposed. Testing the 
model of the actual process by evaluating the 
heat balance in the subject is proposed.  

 

                                                 
* В работе принимали участие М.С. Виноградова, Э.В. Гаркавченко, Т.В. Гневашева, 

В.П. Кузнецова,  А.И. Павлова. 



ТЕХНИЧЕСКИЕ	НАУКИ	

 

	

Вестник	Череповецкого	государственного	университета	•	2017	•	№1							  81

Ключевые слова. Прогрев, фазовый пе-
реход, гранулы, биотопливо. 

 

Keywords. Warming, the phase transition, 
pellets, biofuels. 

 

 
Введение 
Энергетическое пользование древесного топлива открывает большие возможно-

сти в плане охраны окружающей среды и создания экологически чистых произ-
водств. Древесные топливные гранулы –  облагороженное топливо, полученное пу-
тем прессования сухой размолотой первичной или вторичной древесины, коры или 
их смеси в различных  пропорциях. По стандартам различных стран диаметр гранул 
составляет от 6 до 12 мм, а длина от 5 до 30 мм. Однородность гранулометрического 
состава гранул позволяет обеспечить полную локализацию и автоматизацию всех 
циклов  технологического процесса котлоагрегата с меньшими затратами. Оценка 
температурного поля гранулы при ее прогреве необходима при расчетах выгорания 
топлива, оптимизации аэродинамики топочной камеры с целью изменения выноса 
недогоревших частиц при проектировании способа сжигания топлива, горелочного 
устройства. Прогрев частиц твердого топлива в камере сгорания происходит за счет 
конвективного и радиационного теплообмена между частицей и потоком горячих 
газов, которые с помощью тех или иных конструктивных мероприятий подводятся к 
частице. 

 
Основная часть 
Расчет нестационарной температуры по сечению гранулы является актуальной 

задачей. Для изучения закономерностей охлаждения гранул разработано математи-
ческое описание процесса. При разработке описания принято во внимание, что гра-
нула имеет форму бесконечного цилиндра. Охлаждение осуществляется принуди-
тельной конвекцией холодного воздуха. Математическая модель одномерного сим-
метричного процесса охлаждения включает сквозное уравнение теплопроводности, 
общее для зоны содержащей пар влажной зоны, и зоны конденсации влаги 
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интегрируемая в области: 0 ≤ r ≤ S,     0 ≤ τ ≤ τк; 

–  начальное условие:          
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где α – коэффициент теплоотдачи, Тср – температура среды; Т – текущая температу-
ра, r – текущий радиус; λ – коэффициент теплопроводности; ρ – плотность; сэф – эф-
фективная удельная теплоемкость; s – радиус цилиндра; τ и τк – текущее и конечное 
время. 

В зоне конденсации влаги выделяется теплота, которую можно учесть в уравне-
нии (1) с помощью эффективной теплоемкости cэф: 
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где л ф / 2T T T  , с ф / 2T T T   – фиктивные температуры начала и окончания 

конденсации влаги в элементарном объеме; ΔТ – фиктивный интервал температуры 
конденсации воды; с(Т) – теплоемкость материала; с1 и с2 – теплоемкости влажного 
и содержащего пар материала; g – доля влаги в элементе объема; L – удельная теп-
лота конденсации влаги; ψ – доля влажного материала; Тф – температура фазового 
перехода. 

Коэффициент теплопроводности и плотность определим по формулам:  
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где ρ1 и ρ2 – плотности влажного и содержащего пар материала; λ1 и λ2 – коэффици-
енты теплопроводности влажного и содержащего пар материала. 

Величина ψ определяется по формуле:  
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На рис. 1 показана схема расчетной области конденсации влаги в грануле.  
Система уравнений (1)–(4) решена численным методом. При использовании ме-

тода конечных разностей значения температуры находят в узлах расчетной области, 
координаты которых рассчитываются по формуле:  0,5ir i r   , для дискретных 

моментов времени n n    , где 0, 1i N  , N – количество узлов внутри расчет-
ной области, 0  и  N + 1 – номера фиктивных узлов, находящихся за пределами об-

ласти на расстоянии
2

r
;

S
r

N
   – расстояние между узлами; Δτ – расчетный шаг по 

времени. Для краткости температуры T(ri, τ
n) обозначают n

iT . 
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Рис. 1. Схема расчетной области 

1 – сухая зона; 2 – влажная зона; 3 – двухфазная зона, 
содержащая пар и воду; εс, εф и εл – коэффициенты изо-
терм начала испарения влаги, фазового перехода влаги и 

окончания испарения влаги 
 
При использовании явной схемы аппроксимации производных по координате 

температуру в N внутренних узлах в момент времени n + 1 определяют по зависимо-
сти: 
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Температуру в начальный момент времени задают по формуле: 0
iT T , для 

0, 1i N  . 
Температуру в фиктивных узлах в момент времени n+1 определяют по выраже-

ниям: 

0 1T T ;   
  ср
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Координату фазового перехода воды определяют по координате изотермы кон-

денсации влаги в поле температуры в цикле по 2..i N   из условия: 

Если 1 фi iT T T   ,то  1 ф
ф

1

3

2
i

i i

T T
r i r

T T




         
  . 

Численное решение при явной схеме аппроксимации является условно устойчи-

вым. В этом случае расчетный шаг определяем по формуле: 
2

y

r

k a


  , где 4yk  ;  

а – коэффициент температуропроводности. 
Погрешность численного решения в данном случае будет зависеть от настроеч-

ных параметров алгоритма N, ky и ΔT. Необходимо эти параметры выбрать таким 
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образом, чтобы погрешность результатов моделирования не превосходила данную 
величину. 

Тестирование модели реального процесса производим методом оценки погреш-
ности баланса тепла в теле в процессе моделирования реального объема [1]. Для это-
го составляется уравнение баланса в момент времени τ: для цилиндра длиной 1 м 

пр тQ Q ,где Qпр – количество теплоты, пришедшее в тело за время τ; QТ – количест-

во теплоты, оставшееся в теле к моменту времени τ. 
Далее конкретизируем приведенные величины для случая исследования тепло-

вых процессов в бесконечном цилиндре: 
 

пр
0

2
T

Q rd
r

 
   

     и   т
0

r
aQ c T T dr   . 

 
При использовании метода конечных разностей интегралы вычисляются числен-

но. В связи с этим левая и правая части баланса теплоты будут отличаться. Для 

оценки погрешности моделирования определим:  
пр т

пр

100%
Q Q

Q


   . 

При варьировании количества узлов погрешность будет изменяться. Допустим, 
что  f N  , можно изучить эту зависимость и определить оптимальное количест-

во узлов, при котором погрешность баланса теплоты не превзойдет допустимую по-
грешность. 

Формулы для определения Qпр и QТ в конечно-разностной форме при  T    

имеют вид: 
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где N – количество внутренних узлов в расчетной области; N + 1 – фиктивный узел; 
Δτ, Δr – расчетный шаг по времени и координате; i – индекс узла; n – индекс вре-
менного шага; n* – индекс, соответствующий текущему моменту времени 

* *n    . 
При тестировании исследовали влияние настроечных параметров конечно-

разностного решения задачи Стефана на результаты и погрешность моделирования. 
Исследование влияния количества узлов  N  на погрешность моделирования темпе-
ратурного поля приведено на рис. 2 при настроечном коэффициенте Ky = 4. 
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Рис. 2. Зависимость погрешности баланса теплоты  
от количества узлов при ΔT = 2°C 

 
Как видно из рис. 2, зависимость ε = f(N) имеет экстремальный характер. С уве-

личением N  погрешность сначала уменьшается, затем увеличивается. При настро-
ечном параметре ΔT = 2 °C оптимальное число узлов N = 60. 

Исследование влияния фиктивного интервала ΔT (рис. 3) показало, что имеется 
оптимальное значение ΔT = 2 °C, при котором численное решение по динамике 
фронта испарения влаги имеет наименьшее значение средней относительной по-
грешности баланса теплоты.  

 

 
 

Рис. 3. Зависимость относительной погрешности баланса теплоты  
от  ΔT (параметра модели: N = 60, Ky = 4) 

 
Уменьшение ΔT приводит к тому, что количество узлов, попадающих в фиктив-

ный интервал (Δl на рис. 1), становится недостаточным для аппроксимации источни-
ка испарения влаги. При увеличении ΔT > 2°C погрешность повышается, так как 
увеличивается различие характера температурного поля в окрестности коэффициен-
та фазового перехода.  
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Вывод 
Предложена математическая модель процесса прогрева гранулы и методика тес-

тирования конечно-разностного решения задачи прогрева гранулы с учетом фазово-
го перехода воды (испарение влаги). 
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